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“Chapitre V T mes T T

—— Mouvement d’un point matériel

——

soumis 3 une force centrale.
Probléme de Kepler

V-1 EI'QQH‘Q’EQ’E des mom ts 4 for

centrale conservative

Considérons un point de I'espace fixeQ que I'og prendra au
sommet d’un triédre R(0,xyz) et un champ de force F de la forme

L I

F = f(r)' Fr;

-3 —
e, €tant le vecteur unitaire porté par le vecteur position OM.

En chaque point de I'espace s’exerce une force de cette forme.
r=|OM| le module du vecteur position.

L’intensité de cette force dépend uniquement que de la
distance du point fixe O et de la direction de cette force et suivant
cette direction.

Elle est toujours dirigée vers O , O s’appelle centre de force.
Quand f(r) 20, la force s’appelle force attractive.

1 - b) Moment cinétrique

Le théoreme du moment cinétrique indique que

dL(0)

N L(0)=OM AP

M0, F)=

—c)
L(0) :moment cinétique du point M
M(O, F): Moment de ia force par rapport a0

—) -
P:mV(MIR)q

MO, F)=FAF 0
F=Fog;  7=r2  MoH=T-L T-G

Dans un champ de force centrale, le moment cinétique est une
constante de mouvement.
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Cons€quences:
—
LA P= Lre cette relation indique que r.L vect

r est situé dans un plan perpendiculaire & cette
mouvement est un mouvement plan.

Théoréme
ire d’'un point

Dans un champ de force centrale, la trajetotre
matériel est une courbe plane.

ffectue le mouvement.

Considérons le plan dont lequel s'ef

our constant, donc
direction, donc le

Soit (€) la courbe décrite dans le plan du point n'late'riehl A

linsatant t, la position en M sur(C) alinstant 7+ dt—en M

Yt @ ™
'y
arv
e ?L

| Fadf] OM=F OM=7tdr MM'= dF

|rA z[r] represente I'aire du pzu allélogramme construit a partr
de Pet de dr.

Paire balayé par le rayon vecteur OM pendant lintervalle de
temps dt est:

I’aire balayé par rapport au {eimps:

dA 71 b (1;‘ 1 v il |

B ehfa Gl tgPAB= e
=+y4|L|=Cte, car L=Cie |
dA |k = |
dt ?:J avec  |h|=[r'AY]

Enoncé: dans un champ de force centrale, I'aire balayé par 1¢ rayon
vecteur est proportionnel au temps mis pour la parcourir |
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Vitesse aréal,

-~ -
14

On appelle vitesse aréolaire = {/:,M" =RFA

o = ) )= "'4‘
=re; v=re+roe,;0=c,0M)

i

Vtsaie =W FAD =412 0ec=Cle  cady0=Cre

| -— - P
| V ioare = 1 hE avec h=r9
~ La vitesse aréolaire apparait comme un vecteur dont la
direction est perpendiculaire au plan du mouvement dont le module
constant est égale A l'aire balayée / temps par le rayon vecteur
position.
1- e) Quantité de moyvement:
- =3 2
F:mgzmd(qﬂ—) : OM=r
a |,
—
—> - . .
OM=re V(M| O] =re;+rde,
: a |,
J(Ml)= F(OM)|  d(re+r0¢)
W ==5 = &
R
=ré+ }().e_«?-#}t‘)'e_ﬁﬂ'éé:— roie;
=(r—r@)e +(2r 04 ro)e:
f(r)= m(r-r6) (1) r r(t)
0=m(2ro+rf) (2) 0 (1)
" :,HI"()) w2 5 08 Lok 8 .
calculons la quantité 7 2r0irio ,-(_3,. 04 rU)
( '
~03-
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T ordraprés (2)ona =

2 ) .. o ¢ i
- d(:lt 9) =2 0+18) =012 Q=i = Qe=hp—

On définit la loi des aires h par 'expression b = r? 0

=2 on a f(r)=m(r— %2")

|

O 50, |

m r3

posons u = % et faisant apparaitre 6, r(t)=r—>r=r(6(t)) |

1
r=-—
u
C_ldu g e, du
r=wag?Twas M T hae
T -, i
r= hm——dgl.ﬂ- h'u prE
f) _fQAlu) o o d g,
G R h*.u d@zh'_u

f_(_l/f_’l = _hZ_MZ[% + u]

m

d'u f(fu) 1

LUk

d6r T T T 2
on peut exprimer l'accélération y par:

_f) __MJ[@& J
7“‘ m &= [ d62+u'er

n

2
y:—hw[%w Je, 2eme loi de Binet

Il est possible aussi de touver une équation différntiellq
r=r(6) ou figure les dérivés par rapport a 4.
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U =% ,on obtient I’équation: N

] ] -

1- f) Energi tentielle:

Examinons si les forces centrales dérivent d’'un potentielE&
scalaire.Autrement dit vérifions que RotF =V AF=0

=rcosf
y=rsinf *+yt=rt

-t - 5 -
e, = cos e, +sin e,

‘. e, e,
—JM_ - - ‘ Ead ._.— a i i
F=f(r)e V/\__—é:g v >
f(r)cos8  f(r)sin@ 0
é 7 e
____Q_ Jd d
= ox ay 692,'
flr)x  f(r)y 0
r r

L[] 8 ( S dr
Bx r dr\ r ,)'(fx
AfiG ) (f@) dr
\r dr\ r Jdy
En différentiant Péquation  x* +y* =1

o2

2x.dx+2y.dy=2r.dr
g BT dar Jr
—r—dx+ Adrsdre o dx- ka .dy +;J

~G5-
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N dy r '
x\r ) r dr P

) ay(“r’J ,d,(, fi’))

-
enfin rotF =0

|
les forces centrales dérivent d’un potentiel scalaire cherchons
ce potentiel:

Fe—gradV=-V.V |
v W

[

(

[

[

FdP=-dV=-5C de~0 dy =S5z | f
For? , dP=drd + rdbe, [
3

[

|

|

e iﬁ‘; do=T i

F=f(e  frdr=Fd"
dV

—> f(r)dr “-dV—) f(r)—

V= —jf(r)dr

1- g) Energie totale;

Appliquons le théoréme de la conservation de énergie totale !

T+V=E= é—mV"(Mig) +V

ViM|,)= re.+rfe,

mV'Z(Ml,‘,):r'z-kr2 g [
" L hF
9——-—V(M]R “r+— ] f
|
m h
E = Z‘(I’A'l‘ ';"2") -f-V [ [‘
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V - 2: Probléme de Kepler

RN ‘
1 s "
astronomique suivantes:
* lere loi

Toute plandte du systéme solaire décrit une orbite elliptique
donF le soleil occupe un foyer. Les planétes les plus proches du
soleil: Mercure, Vénus, Terre, Mars, Jupiter, Saturne, Uranus ,
Neptune, Pluton.

- * 2 éme Joi:

Le rayon vecteur tracé A partir du soleil 4 ]a planéte considéré
balaye des aires proportionnelle aux temps mis pour les parcourir
(t=temps).

* 3éme loi:

Les carrés des périodes de résolution des planétes autour du
soleil sont proportionnelles aux cubes des grands axes de leur
trajectoire,

2 - 2: Rappel sur les coniques:

Une conique est le lieu des points M tel que le rapport de ces
distances a un point fixe O a une droite A fixe soit constant,

O _ cte
MH ) W H
0: centre ou foyer de la conique 0" I
A : est appellée directrice.
(B)

£= excentricité.

Il existe 3 types de conique suivant la valeur de &.

e=1: laconique est une parabole,
£2>1: laconique est une hyperbole,
£<1: laconique est une ellipse.

Soit D la distance de O a la directrice , r = OM

w0l -
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=4 —r=eD-recosb
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MH ™ D-rcos0
e D s e
[+€ecosb

Cest la trajectoire d’une conique en coordonnées polaires,
rapporté a son foyer.

=T —— - :—-——-——""'“p
p=r(=m/2)=eD—>r e
a) Ellipse:
=P <1 donc ~1<gcos6 <1
1+ecost
—1+ecosf>0 —r>0

La courbe ne présente pas de branches infinie
soit C centre de l'ellipse R E N
S§ = 2a = grand axe -
BB = 2b= petit axe %

00" = distance interfocale = 2¢ g \6\ ¢l /g

S5 sommets de l'ellipse,
\
B\ ; | ( A)

Fxprimons les caractéristiques d'une ellipse en fonction
des données.

——————y \

0S=r(6=0)= ]—L OS':r(H:n):l—_EE
55'=2a=05% ?0:‘:[{! {lsﬂl}—s]:ﬁpgz [
donc [
00 = 58 208 = ,2./’_2. 220 o BPE gy
-t l+e 1-¢ | '
| |
[
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OB
T == BH = = 2 g =
Bi {1=c+D ag+t car (p=eD)

08 = “8’+P“£—-+p P[T"%"“J e

251 .2
OB=—E--:a a=b+c
1-¢?
b) Parabole ¢=1
La parabole a pour équation : r=-—2=

1+cos@

(1+cos @) peut s’annuler pour §=7 =>r->eo, c.a.d
la parabole présente des branches infini. .

~(8=0)=L-D
OS—T(9~O)—2 7
¢) Hyperbole £>1
R . N
I'hyperbole 4 pour équationr = 1+€£cos0

1+ ecos @, positif ou négatif /

'm\
S (o}

;"

J
|

Dans le cas 1) c.a.d €<1, dé tcrmmnm r en fonction dee et a
uniquement,

!)_ - af{l - €')
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2 - 3: Expression de la force d’attraction univer

a force

Nous vous proposons de trouver I'expression de 1 ilom
e, loi

d’attraction a partir de loi de Kepler et de Newton. D'apres la
de Kepler ou encore la loi des aires.

520+ 0=0
—52r0+r'0=0 l

7(M,) en coordonnées polaires s’écrit
. o2 . e 0\ gy
y(Ml,)= (r—— ré )8_:4—(1' 9+2r9)ee

?(ML) = 'er + yeE;
or y9=2;-é+r25=0
g

donc ?(MIR):%‘:z(;_rg'z) 4

to
vl
5/

- > o o e
Loi de Newton F=my(Miy)=mye = f(r)e,

En particulier 'équation différentielle trouvée est toujours valable.

_(!.2__1,,!_ _}. 1= __"—’_I— a _1..) s TR= 1
do’ mhi thy,
lere loi de Kepler — trajectoire est une ellipse

Donc elle peut s’ecrire sous forme: i

-0 - |

; . : e A
L S AT
3 _a(1=¢%) 7
1+ £cosf
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I+gcosf ro (1—22) a(l )
_‘_{{Em ~esin dv _ —£cosf

" a(l-¢%) d6* ~ a(l- %)

1 2 2
A=y = ) = () = =T
f(r)=- ffmll )7_1; F= f(r).e0

Appliquons la 3éme loi de Kepler P=Ka’ ; K =cte

(P période; a = - grand axe de I'ellipse) c.a.d quelle ne varie pas d'une
planéte A 'autre.”

ellipse

P=

l'aire d’une ellipse A = w.a.b

A= _Eg__f-{ s L B
d /2 = h?

2 2 2
4r*.a*.b —Ka

on élimine b, or a&=bF+cta3b*=a*-c*, c=ac

b*=a*(1-¢&?)

2 41 _ o2 f —g’
4 -akgl € ):K.a3 —«)K’:Lm .a}}(ﬁl = ):cl'e

K ne dépend pas de ia planéte considérée

F i mké:  K=4mp K= n

T a(l-gh)
cherchons la force qui s’exerce sur le soleil due 3 existence de

la planéte P. d’apreés le 3™ principe de Newton ( principe de action
et la réaction ).

317
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N B i o e
e +—r1—e” cette force doit étre proportionn
a la‘'masse du soleil. R
- o k -
Feslby=Ms o5 F=OMG | G=ae

la force qui s’exerce sur la planéte;

F,,,m.s—G—ﬁMJ,’ . G=cte=6,673.10".5.1.

2 - 4: Energie potentielle:

I’energie potentielle

V==[f(rdr
fry=-224
V=tGmt |4 ="My i1,

i
On convient de dire que lorsque la distance qui sépare les
deux masses est infini, I’énergie potentielle d’attraction est nulle, et

on écrit; :
I

V= ~GmM

)
V<0->T>0 T ={m*(M|,)

Em=T+V , B, 20 ou <0 ou=0

E <0, on dit que I'on a un systéme lié.

E, >0, on dit que Pon a un systéme non lié,

2 - 5: Trajectoire du mouvement d’un point matériel dans
avitationnel en fo o 1’ .

CNergie

Considérons un point matériel de masse m sur leqpel une
autre masse M exerce une force d’attraction gravitationnelle (M
peut représenter par exemple le soleil si le point matériel m se
trouve dans le systeme solaire), M peut étre aussi la masge de la
terte, si m se trouve dans le champ d’attraction terrestre.

99
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€r
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est une force cefitrale ¢ ot i S ok A Wy
tr )
force centrale, ale d’out les équations de mouvements de Ia
Ea T —————
“‘3""“"‘““j-—- ey o .
L. 1 s
dgs tu= PR —3f(lfu) ou—=r et h=r'8

F=fe, - f0)=" - Gmu

du’ GM
dgr Tu= 7€ 'est une équation différentielle S.0.L.A.S.M

La solution G.E.S S M

2

Pr ——+u=0 i, = A.cos @+ B.sin €

une solution P.E.D.A.S.M

_GM
=
la SG.EDASSM u=1u+i,
:.::%A—/I+A cos@ + B.sin @
ou
u:%-#-c.cos((?-— qJ) avec C=+A*+ B
B
[:m(pz-f-f
I ]
I T S e B ey e S pameseey
u GM/h +C.cos(6- )
gt /21?/(;'M ,’.I p r & G-p=8
]+ A cos(f ) oM e
oM ’
’ | +£.cost)

Ceci représente I'équation d'une conique en coordonnees
polaires.rapporti¢ a un foyer.
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T
totale E,: =

—Autrement dit—on" dolt trouver-une relation entre €, Gy
Pour cela, utilisons 'équation différentielle contenantZ,
La relation de Binet s’écrit:

d'u . _YE -~V
d81+u— mh?

V=—] f(r).dr:-G"fM — —GmMu

,_ 1+e.cosd _ du_du_—sin®
B = 40°d8  p

esin®@ 1+g*.cos’O+2¢e.cosb _ 2 [E GmM(I+£.cosBJ
2 oiE 2 = 2 m +
P mh p

P
g 1 2¢ecosd_2E  2GM 2GmMe.cos b
?+;’—+ P mh : ph T mip
2¢e.cos6
pl
2E p?
2 e AL 2
g*+1 Tt
2E b

-+ oM e
— € —1+mszgﬂ/!2

g=ql1 +———-—2E’"h2
- mG*M?

1- Lorsque E, <0— g’ <0 -, trajectoire est une ellipse (cas [lié).

2- lorsque E, = 0— 2 =1-» € =1-» trajectoire est une parabole
(cas non lié).

3-lorsque E,>0— €& 21,1 rajectoire est une hyperbole
(cas non li€).
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On peut éerf PR,
écrire | e 2 e e o -
lre 'expression précédente d’une autre maniére.

""--'-'---—-____M__._ . K(1-¢
lﬁ“‘“l(‘zp—-)-*avec-—lﬁ—u-mMG-- -et- i3 e

PTEM

Lor .
Sque Ia trajectoire est elliptique, nous avons:

-K
E e s ' i a
iy ypuique P =15

ifl‘ vaﬁz}tion dg la vitesse sur Pellipse:
equation définissant I’énergie mécanique

1 K K

E - e ) ST i, &

’ va r 2a
donne, v = K (Z_l)z K[Z__I.
m\r a Y'r a

Donc la vitesse est makimale au périgeée {point le plus proche)
et minimale 2 ’apogée (point le plus éloigné).

Dans le cas particulier ou &= 0, lellipse se réduit a un cercle
de rayon 7, correspondant au minimum de I'énérgie

potentielle.
;oK e Ep=B
E = 3, avec Ep= =
ona I, :—Ecz%ﬁ

Cette relation entre E, , Ec et Ep est caractéristique
du mouvement circulaire dans le probleme de Kepler.

3 - Satellites de la terre

Depuis 1958 de nombreux satellites artificiels ont été envoyes
ur de la terre. comme leur masse Ms est trés faible devant la

auto
a terre , leurs mouvements satisfont a des lois du type

masse de |
“loi de Kepler”.

4 tane,

[a terre possede un satellite natur [

T30 -
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3 - 1 Viesse d'evasion;

. la vitesse d'evasion ou vitesse de liberation est la vite
minimale pour laquelle Fétat du satellite est libre, Norbite est alors
parabolique et 'énergie meécanique est nulle;

s8¢

= f[l ()li

s (a0 %
V= 2 (20t A@_J.)

__ (:%_f._@:_a-.)" |
:

m,: masse de la satellite.

M, masse de la terre.

Notons que cette vitesse dépend de r, sur le sol terrestre, la
vitesse d’évassion d’un engin spatial est, puisque:

R =64.10m et M =0 10" kg

V,=11,2Km/s

Si la vitesse communiquée au sol ou pres du sol est inférieure
3 la vitesse d’évation, la trajectoire du satellite est yne ellipse qui
passe par le point de lancement.

Pour mettre sur orbite terrestre un satellite, on doit procéder en
deux temps:

(1) : dans une premiere phase, dite balistique, I’engin
s’éloigne de la terre sur une ellipse de foyer T jusqu’au point choisi
de la trajectoire, par exemple I'apogée.
(2) : dans une seconde phase, la satellisation, on communique
au satellite on accroissement de vitesse qui lui permet d’ayoir une
trajectoire circulaire autour de la terre,

3 - 2; Epergie d’un satellite en mouvement circulaire

)

—_

[’énergie mécanique est appelée énergie de satellisatign.

Flle est donnée par la relation:

PP |
AN

| ~
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La vitesse de satellisation est donnée par: (voir T.D)
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